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L’épreuve se déroule en deux parties indépendantes de deux heures chacune, 
séparées d’une pause de dix minutes. Les énoncés des deux parties sont donc séparés 
et distribués séparément à des moments différents : 8h et 10h10. 

La première partie, constituée des exercices nationaux, est réalisée 
individuellement. 

À son issue, les copies sont ramassées et une pause de dix minutes est prévue.  
La seconde partie, constituée des exercices académiques, est réalisée en binôme. 

 

Énoncés de la première partie de 08h00 à 10h00  
Les calculatrices sont autorisées selon la législation en vigueur. 

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse complète à 
une question d’exposer le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.   

Les énoncés doivent être rendus au moment de quitter définitivement la salle de 
composition. 

 

  

    



    

 

 

 

 
Première partie  

 de 08h00  à 10h00  
 

Exercices nationaux 
 

Travail individuel 
 
 

Pause de 10h00 à 10h10 
 

 

 

 

 



 

EXERCICE 1   
 

ETIQUETAGE GRACIEUX D’UNE FIGURE 
 

 
On considère un ensemble fini de points. On relie certains de ces points par des segments. 

L’ensemble ainsi constitué est appelé figure.  
On effectue l’étiquetage d’une figure comportant 𝑛 segments en associant à chaque point un 

entier compris entre 0 et 𝑛, ces entiers étant distincts deux à deux. 
On attribue à chaque segment la valeur absolue de la différence des entiers associés à ses 

extrémités. Cet entier est appelé pondération du segment. 
On dit que l’étiquetage de la figure est gracieux si les 𝑛 pondérations obtenues sur les segments 

sont exactement tous les entiers de 1 à 𝑛. 
On donne ci-dessous un exemple d’étiquetage gracieux d’une figure comportant 6 points et 7 

segments : 
  

Figure étiquetée  
Figure étiquetée avec indication des 

pondérations 
 
 
Partie A : Des exemples 

 

1. Pour chacune des figures ci-contre, 
préciser si l’étiquetage proposé est 
un étiquetage gracieux. 

  
 

 
 
2. Compléter l’étiquetage de la figure ci-contre pour obtenir un étiquetage 

gracieux. 

 
 
 



 
 
Partie B : Cas des lignes 

Pour tout entier naturel non nul 𝑛, on considère la figure 𝐿  constituée de 1n   points alignés et des 𝑛 
segments joignant des points voisins. 
 
On propose ci-contre l’étiquetage gracieux des points de la figure 𝐿 . 
  
1. Montrer qu’on peut trouver un étiquetage gracieux pour chacune des figures  𝐿 , 𝐿  et 𝐿 . 

 

2. On admet qu’on peut trouver un étiquetage gracieux pour la figure 𝐿  tel que le point le plus à 
gauche soit étiqueté avec 0. Décrire cet étiquetage. 

 
Partie C : Cas des polygones 

1. Montrer que tout triangle et tout quadrilatère peut être muni d’un étiquetage gracieux. 
 

2. On a représenté ci-contre un polygone à 11 côtés, muni d’un 
étiquetage gracieux. 
En déduire un étiquetage gracieux pour un polygone à 12 côtés.  
 

3. Déterminer la parité de la pondération d’un segment lorsque les 
étiquettes de ses extrémités sont : 

a. de parités différentes ; 
b. de même parité. 
 

4. En déduire qu’on ne peut pas trouver un étiquetage gracieux 
pour les pentagones. 

 

 
 
Partie D : Une très grande figure  

On note 𝐾  la figure constituée de 2022 points telle que tout couple de points est relié par un unique 
segment.  
1. Montrer que 𝐾  est constituée de 2 043 231 segments.  

 

2. On suppose qu’il existe d’un étiquetage gracieux de 𝐾 . 
a. Quel est le nombre de segments dont la pondération est un nombre impair ? 
b. On note 𝑝 le nombre de points étiquetés avec un nombre pair. Exprimer en fonction de 𝑝  le 

nombre de segments dont la pondération est un nombre impair. 
 

3. Montrer finalement que 𝐾  ne peut pas être muni d’un étiquetage gracieux. 
  



 

EXERCICE 2  
 

TROIS 
 

 
Le protocole suivant permet de construire une suite d’entiers naturels. 

Le premier terme de la suite est 4. 

Pour passer d’un nombre au suivant, on réalise au choix une des opérations suivantes : 

-  multiplier le nombre par 3 ; 

-  multiplier le nombre par 3 puis ajouter 2 ; 

-  si le nombre est pair, le diviser par 2. 

  

Si une des suites construites de cette façon a pour terme un certain nombre 𝑁, on dira que 𝑁 est 
atteignable. 

Par exemple, le nombre 11 est atteignable : on part de 4, on multiplie par 3 pour obtenir 12, on 
divise deux fois successivement par 2 pour obtenir 3, qu’on multiplie par 3 avant d’ajouter 2. 

 

1. Montrer que tous les entiers naturels compris entre 1 et 12 sont atteignables. 

 

2. Montrer que 2 022 est atteignable. 

 

3. On suppose qu’il existe des entiers non atteignables. On note 𝑚 le plus petit d’entre eux. 

a. Montrer que 𝑚 n’est pas un multiple de 3. 

b. Montrer que 𝑚 − 2 n’est pas un multiple de 3. 

c. Montrer que 𝑚 − 1 n’est pas non plus un multiple de 3. 

d. Conclure. 
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Seconde partie 
de 10h10  à  12h10  

 
 

 

Exercices académiques 
 

Travail en binôme 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



EXERCICE 1    
 

FORMES DISCOLOREES 
 
𝑁 désigne un entier supérieur ou égal à 2. 
Dans le plan, on trace 𝑛 cercles de rayons quelconques qui délimitent des zones.  
Ces zones se distinguent par le nombre de disques qui les recouvrent. 
On les classifie de la manière suivante : 
 Les zones de « type 𝒛𝟏 » : celles recouvertes par un seul disque. On note 𝑁𝑍 le nombre de 

zones de ce type. 
 Les zones de « type 𝒛𝟐 » : celles recouvertes par exactement deux disques. On note 𝑁𝑍  le 

nombre de zones de ce type. 
 Les zones de « type 𝒛𝟑 » : celles recouvertes par exactement trois disques. On note 𝑁𝑍  le 

nombre de zones de ce type. 
 Et ainsi de suite… 
 Cette classification ne tient pas compte des zones non recouvertes. 
 On appelle 𝑁 le nombre total de zones classifiées : 𝑁 = 𝑁𝑍 + 𝑁𝑍 + ⋯ 
 On choisit également d’attribuer une couleur par type de zone : 
 Par exemple, dans le cas de 2 cercles, la couleur grise pour les zones de type 𝑧  et la couleur 

noire pour la zone de type 𝑧 . 
 

 
 
 

Exemple de configuration avec 𝑛 = 2 et des cercles de rayons différents  
 
 

L’objectif du problème est d’étudier la valeur maximale de 𝑁 en traçant une configuration à 𝑛 
cercles. 

Une telle configuration est alors appelée « configuration optimale » et 𝑵𝒎𝒂𝒙 la valeur 
maximale atteinte par 𝑁. 

Classification 

𝑁𝑍 = 2 

𝑁𝑍 = 1 

𝑁𝑍 = 0 

𝑁 = 3 



 
 

Partie I - Configurations pour n=3 

1. a) Proposer une configuration quelconque avec 3 cercles. 
b) Donner le tableau « Classification » de cette configuration.  

 
2. a) Dessiner une configuration colorée avec 𝑁𝑍 = 3, 𝑁𝑍 = 3 et 𝑁𝑍 = 1. 

b) Dessiner une configuration colorée avec 𝑁𝑍 = 4, 𝑁𝑍 = 2 et 𝑁𝑍 = 1. 
c) Dessiner une configuration colorée avec 𝑁𝑍 = 2, 𝑁𝑍 = 4 et 𝑁𝑍 = 1. 
d) Dessiner une configuration colorée avec 𝑁𝑍 = 0. 
e) Peut-on obtenir une configuration avec 𝑁𝑍 = 1 ? 

 
3. Conjecturer la valeur de 𝑁  pour 𝑛 = 3. 

 
4. a) Les configurations obtenues en 2.a), b), c) sont-elles encore réalisables avec 3 cercles de 

même rayon ? Si oui, dessiner un exemple. 
b) Cette condition sur l’égalité des rayons modifie-t-elle la valeur conjecturée de 𝑁 ? 

Partie 2 - Configurations pour 𝒏 quelconque avec des rayons égaux 

On choisit d’étudier les configurations qui remplissent les conditions suivantes : 
 Les 𝑛 cercles ont le même rayon, 
 Le tableau « Classification » est : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Que valent les 𝑁𝑍  pour 𝑘 >  𝑛 ? Justifier. 
2. Exprimer en fonction de 𝑛 le nombre 𝑁 de zones obtenues en respectant les conditions 

imposées. 
3. On admet que, pour tout entier 𝑛 ≥ 3, il existe une configuration respectant les conditions de 

la Partie 2. 
Tracer une configuration respectant les conditions imposées pour 𝑛 = 4 puis pour 𝑛 = 5. 

4. Justifier que, pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2,    𝑁 ≥ 𝑛 − +  . 

5. Mohamed affirme : « avec 17 cercles, je peux créer 275 zones colorées ». Au vu de l’étude 
précédente, que pensez-vous de cette affirmation ? Argumenter. 

Classification 

𝑁𝑍 = 𝑛 

𝑁𝑍 = 𝑛 

… 

𝑁𝑍 = 𝑛 

𝑁𝑍 = 1 
… 

𝑁 



 

EXERCICE 2  
 

LES NOMBRES AUTOMORPHES 
 

 
Dans cet exercice, les parties sont dépendantes. 

 
 

Définitions et exemples 

Définitions 

 Un chiffre est un élément de la liste suivante : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. 

 Un nombre entier est composé d’un ou plusieurs chiffres. 

 On dit qu’un nombre entier 𝑁 ≥ 2 est un NOMBRE AUTOMORPHE lorsque l’écriture de 
son carré se termine par lui-même. 

Remarque : 0 et 1 ne sont donc pas des nombres automorphes. 

 

Quelques exemples 
 76 est un nombre automorphe à 2 chiffres car   76² = 5 776. 
 376 un nombre automorphe à 3 chiffres car   376² = 141 376. 
 212 890 625 est automorphe à 9 chiffres puisque son carré est égal à 45 322 418 212 890 625. 

 
 

Partie I – Liste de nombres automorphes 

Dans cette partie, on se propose d’établir une propriété arithmétique des nombres automorphes qui 
permettra de les lister à l’aide d’un algorithme. 

1. Déterminer tous les nombres automorphes à 1 chiffre. 
 

2. 25, 125 et 625 sont-ils des nombres automorphes ? Si oui, à combien de chiffres ? 
 

3. a) Pour déterminer tous les nombres automorphes à 2 chiffres, combien de nombres entiers 
faudrait-il tester ? 

 

b) Même question avec les nombres à 3 chiffres. 
 

4. a) Soit 𝑁 un entier à 𝑘 chiffres, montrer l’équivalence suivante : 
 𝑁 est un nombre automorphe      si et seulement si      𝑁(𝑁 − 1)  est multiple de 10 . 

 

b) Reprendre la question 2. en utilisant cette propriété. 
 

5. Dans cette question, 𝑘 désignera un entier supérieur ou égal à 1. 
On donne un script en langage Python qui a pour but de lister tous les nombres automorphes 
à 𝑘 chiffres.  



Compléter la ligne 5 du script suivant pour qu’il teste tous les entiers à 𝑘 chiffres : 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

Notes  

 La commande « liste.append(élément) » ajoute « élément » en fin de liste. 

 La commande « a%b » renvoie le reste de la division euclidienne de l’entier a par l’entier b. 
 

Remarques   

  « automorphe(3) » renvoie la liste [376 , 625]. 

 Avec une calculatrice, « automorphe(6) » renvoie la liste en 8 secondes. 
« automorphe(8) » renvoie, quant à elle, la liste en plus de 13 minutes ! 

Partie II – Accélération algorithmique 

Dans cette partie, on suppose que 𝑵 est un nombre automorphe à 𝒌 chiffres. 

On va chercher à améliorer le temps d’exécution du programme précédent. 

1. a)  Justifier que 𝑁(𝑁 − 1) est un multiple de 2 × 5 , de 2  et de 5 . 
b) Justifier que si 𝑁 est multiple de 2, alors 𝑁 − 1 ne l’est pas et réciproquement. 
c) Déduire que, soit 𝑁 est multiple de 2 , soit 𝑁 − 1 est multiple de  2 . 

 

2. Par un raisonnement analogue, on admet que : 
soit 𝑁 est multiple de 5 ,       soit 𝑁 − 1, est multiple de 5 . 

a) Dans le tableau 1, compléter par vraie ou fausse les propositions sur 𝑁 − 1. 
b) Compléter les propositions du tableau 2. 

 Tableau 1  Tableau 2 

Cas 
possibles  

est 
multiple 

de 𝟐𝒌 

est multiple 

de 𝟓𝒌 
 

est 
multiple 

de 𝟐𝒌 

est multiple 

de 𝟓𝒌 
donc 

𝑵 est 
multiple 

de 

𝑵 − 𝟏 est 
multiple 

de 

Cas 1 𝑵 Vraie Vraie 𝑵 − 𝟏 Fausse Fausse  𝟐𝒌 × 𝟓𝒌  

Cas 2 𝑵 Vraie Fausse 𝑵 − 𝟏      

Cas 3 𝑵 Fausse Vraie 𝑵 − 𝟏      

Cas 4 𝑵 Fausse Fausse 𝑵 − 𝟏      



 
3. Etude des cas : 

a) Cas 1 et 4. 
Montrer que les cas où 𝑁 ou 𝑁 − 1 est un multiple de 10  ne sont pas possibles. 
b) Cas 2 et 3. 
Finalement, quelles sont les seules valeurs de 𝑁 à tester ? 

 

4. En déduire ce qui doit être modifié dans le script de la question 5. Partie I pour réduire le 
nombre de tests. 

 
Remarque : Avec une telle modification, « automorphe(8) » renvoie la liste en 2 secondes ! 
 
 


