
 
Olympiades nationales de 

mathématiques 

----------------- 

Académies d’Amiens et de Lille 

Le mardi 23 mars 2021 de 13h à 17h10 
Pause de 15h à 15h10  

Les candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de 
spécialité de mathématiques 

Énoncés de la première partie de 13h00 à 15h00  
L’épreuve se déroule en deux parties indépendantes de deux heures chacune.                     
Les énoncés des deux parties sont donc séparés et distribués séparément à des moments 
différents.  
La première partie est constituée des exercices nationaux. À son issue, les copies sont 
ramassées et une pause de dix minutes est prévue, avant la seconde partie, constituée des 
exercices académiques.  

Des consignes de confinement peuvent être données selon la zone géographique de passation 
de l’épreuve.   

Les calculatrices sont autorisées selon la législation en vigueur.  

Il est conseillé aux candidats qui ne pourraient formuler une réponse complète à une question 
d’exposer le bilan des initiatives qu’ils ont pu prendre.   

Les énoncés doivent être rendus au moment de quitter définitivement la salle de 
composition. 

  
 
 

   

 
   

  



 
 
 

 
 
 

Première épreuve  
 

 De 13 heures à 15 heures  
 

Pause de 15 heures à 15 heures 10 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



Exercice	1	nationale	
Nombre	de	diviseurs,	somme	des	diviseurs	d’un	entier			

On	rappelle	qu’on	nombre	entier	𝑚	est	un	multiple	d’un	nombre	entier	𝑑	s’il	existe	un	nombre	entier	𝑞	tel	
que	𝑚 = 𝑑𝑞.		Dans	ce	cas,	on	dit	aussi	que	𝑑	est	un	diviseur	de 𝑚.	Ce	vocabulaire	ne	s’utilise	que	pour	les	
nombres	entiers.	Dans	la	suite,	on	ne	considérera	que	les	diviseurs	positifs	d’un	entier	𝑛.		
	
1.	Quels	sont	 les	diviseurs	de	6	?	Quels	sont	 les	diviseurs	de	101	?	Quels	sont	 les	diviseurs	de	361	?	
Quels	sont	les	diviseurs	de	2021	?			
	
2.	Quelle	est	 la	somme	des	diviseurs	de	6?	Quelle	est	 la	somme	des	diviseurs	de	101	?	Quelle	est	 la	
somme	des	diviseurs	de	361	?	Quelle	est	la	somme	des	diviseurs	de	2021	?			
	
	À	 tout	 nombre	 entier	 naturel	 non	 nul	 𝑛,	 on	 associe	 le	 nombre	 𝑁(𝑛)	 et	 la	 somme	 𝑆(𝑛)	 de	 ses	
diviseurs.			
	
3.	Pour	chacun	des	nombres	6,	101,	361,	2021	vérifier	l’inégalité 	:	

2𝑆(𝑛) ≤ (𝑛 + 1)𝑁(𝑛)	
 

4.	À	tout	diviseur	𝑑	d’un	entier	𝑛	non	nul	on	associe	l’entier	𝑞	tel	que	𝑛 = 𝑑𝑞.	Si	les	diviseurs	de	𝑛	sont	
𝑑!,	𝑑!,	𝑑!,	…,𝑑! ! !!,𝑛,	 on	 note	 respectivement	 𝑞!,	𝑞!,	𝑞!,	…,𝑞! ! !!,1	 les	 nombres	 qui	 leur	 sont	
associés	au	sens	défini	ci-dessus.			
	
a.	Évaluer	la	somme	𝑇! = 𝑑! + 𝑑! + 𝑑! +⋯+ 𝑑! ! !! + 𝑛 + 𝑞! + 𝑞! + 𝑞! +⋯+ 𝑞! ! !! + 1.	
	
b.	Si	𝑎	et	𝑏	sont	des	nombres	supérieurs	ou	égaux	à	1,	montrer	que :		

𝑎 + 𝑏 ≤ 𝑎𝑏 + 1		
	

c.	En	déduire,	pour	des	nombres	𝑑	et	𝑞	tels	que	𝑑𝑞 = 𝑛,	l’inégalité	:		
𝑑 + 𝑞 ≤ 𝑛 + 1		

	
d.	En	déduire	finalement	que	l’inégalité	:			

2𝑆(𝑛) ≤ (𝑛 + 1)𝑁(𝑛) 
est	réalisée	pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul.		
	
	5.	a.	Avec	les	notations	employées	ci-dessus,	montrer	que	l’égalité		

2𝑆𝑛 = (𝑛 + 1)𝑁(𝑛)  	(*)	
	n’est	réalisée	que	si,	pour	chacun	des	diviseurs	𝑑	de	𝑛,	l’égalité		

𝑑 + 𝑞 = 𝑛 + 1	
est	réalisée.			
		
b.	En	déduire	que	seuls	1	et	les	nombres	premiers	peuvent	satisfaire	l’égalité	(*)		
		
c.	La	réciproque	est-elle	vraie ?		
 
 

 
 
 
 
 



Exercice	2	nationale	
Fractions	et	pyramides	égyptiennes		

Pour	représenter	des	nombres	rationnels,	dans	l'Egypte	antique,	les	lettrés	utilisaient	des	inverses	de	
nombres	entiers	naturels,	qu'on	appelle fractions	égyptiennes	(par	exemple	!

!
,	!
!
,	 !
!"
	sont	des	fractions	

égyptiennes).		
1.	Déterminer	si	chacune	des	propositions	suivantes	est	vraie	ou	fausse.			
a.	La	somme	de	deux	fractions	égyptiennes	quelconques	est	une	fraction	égyptienne.		
b.	Le	produit	de	deux	fractions	égyptiennes	quelconques	est	une	fraction	égyptienne.		
c.	Le	quotient	de	deux	fractions	égyptiennes	quelconques	est	une	fraction	égyptienne.		

		
2.	On	souhaite	écrire	un	nombre	rationnel	strictement	compris	entre	0	et	1	comme	somme	de	
fractions	égyptiennes	de	dénominateurs	tous	différents.	On	dit	alors	qu’on	a	effectué	une	
décomposition	égyptienne	du	nombre	rationnel.		
Par	exemple,			

• 𝑥 = !
!"
		a	pour	décomposition	égyptienne	𝑥 = !

!"
= !

!
+ !

!
.		

• 𝑥 = !
!
		est	déjà	une	décomposition	égyptienne.		

On	admet	que	tout	nombre	rationnel	strictement	compris	entre	0	et	1	admet	une	telle	décomposition.		
a.	 Donner	 deux	 décompositions	 égyptiennes	 de	 !

!
.	 Que	 peut-on	 en	 déduire	 sur	 l’unicité	 de	 la	

décomposition	égyptienne	d’un	nombre	rationnel	𝑥	tel	que	0 < 𝑥 < 1 ?		
b.	Donner	une	décomposition	égyptienne	de	!

!
	puis	de	 !

!"
.		

		
3.	 On	 appelle pyramide	 égyptienne	 une	 pyramide	 régulière	 à	 base	 carrée	 dont	 les	 faces	 sont	 des	
triangles	isocèles,	non	équilatéraux,	telle	que :		
-	les	longueurs	des	arêtes	sont	des	fractions	égyptiennes ;		
-	la	somme	des	longueurs	des	arêtes	de	la	pyramide	est	une	fraction	
égyptienne.		
a.	Montrer	que	la	pyramide	régulière	𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷	à	base	carrée	ci-contre,	
telle	que		𝐴𝐵 = !

!"
	et	𝑆𝐴 = !

!"
	,	est	une	pyramide	égyptienne		

		
Dans	la	suite	de	cette	question,	on	considère	une	pyramide	régulière	
𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷	à	base	carrée	de	sommet	𝑆	dont	les	faces	latérales	sont	des	
triangles	 isocèles	non	 équilatéraux	 et	 dont	 les	 longueurs	𝐴𝐵	 et	𝑆𝐴	
sont	des	fractions	égyptiennes.			
Il	existe	donc	deux	entiers	naturels	non	nuls	𝑝	et	q	tels	que	𝐴𝐵 = !

!
	et	𝑆𝐴 = !

!
 	et	on	suppose	que	𝑝 >

𝑞.		
b.	Justifier	que	si	cette	pyramide	est	une	pyramide	égyptienne	alors	𝑝 ≥ 4	et	𝑞 ≥ 4.		
c.	Montrer	 que	 cette	 pyramide	 est	 une	 pyramide	 égyptienne	 si	 et	 seulement	 s’il	 existe	 un	 entier	
naturel	non	nul	𝑛	tel	que	𝑛 = !"

!!!!!
.		

d.	En	déduire	que	si	𝑝	et	𝑞	sont	des	nombres	impairs,	alors	cette	pyramide	𝑆𝐴𝐵𝐶𝐷	ne	peut	pas	être	
une	pyramide	égyptienne.		

 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 

 

Deuxième épreuve 
 

De 15 heures10 à 17 heures 10  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Exercice 1 académique 

Philuménistie	
 

 
	

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Plaque 0   Plaque 1        Plaque 2 

        

Les mêmes plaques vues de dessus : 

 
Pour	tout	entier	𝑛 ≥ 0,	on	note	𝑇!	le	nombre	total	d’allumettes	utilisées	pour	réaliser	la	plaque	𝑛.		
	 	 𝑇!	est	appelé	«	𝒏ème	nombre	triangulaire	centré	».	

En	particulier,	on	a	les	égalités	:					𝑇! = 1  ;    𝑇! = 4   ;    𝑇! = 10.	
	
	

Plaque	0	 Plaque	1	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

Plaque	2	 Plaque	3	
	

	

					Etc…	

 

	
Le	projet	de	pyramide		

François	 Pignon,	 grand	 philuméniste	 (collectionneur	
d’allumettes)	 et	 maquettiste	 en	 allumettes	 décide	 de	 créer	 des	
constructions	planes	qu’il	empilera	pour	construire	une	pyramide.	

Pour	la	réalisation	de	ses	constructions,	il	souhaite	connaître	à	
l’avance	le	nombre	nécessaire	d’allumettes.	

	
Partie	A	–	Constructions	planes	triangulaires	

Sur	des	plaques	de	plexiglas	transparent	de	même	épaisseur,	il	
colle	 des	 allumettes	 pour	 construire	 une	 série	 de	 figures	 planes,	 qui	
seront	les	éléments	de	base	de	sa	construction	en	3D.	

Sur	 la	plaque	0,	 il	perce	un	trou	vertical	afin	d’y	enfoncer	une	
allumette	entière	dont	la	tête	affleure.	

Puis	 sur	 la	plaque	1,	 il	 reproduit	 la	même	opération	et	colle	3	
allumettes	 de	 façon	 à	 former	 un	 triangle	 équilatéral	 centré	 sur	
l’allumette	enfoncée	dans	la	plaque,	comme	le	montre	la	figure.		

Pour	chaque	nouvelle	plaque,	il	reproduit	la	plaque	précédente	
et	y	colle	un	triangle	équilatéral	supplémentaire,	de	même	centre,	aux	
côtés	parallèles	à	ceux	du	triangle	précédent,	en	utilisant	à	chaque	fois	
une	allumette	de	plus	sur	chacun	des	côtés	comme	suit	:	



1) De	plaque	en	plaque…	

a) Déterminer	la	valeur	de	𝑇!.	

b) Compléter	la	figure	donnée	en	Annexe	permettant	de	représenter	la	construction	de	la	plaque	4	

et	déterminer	alors	la	valeur	de	𝑇!.	

c) Pour	tout	entier	𝑛 ≥ 1,	exprimer	𝑇!	en	fonction	de	𝑇!!!.	

	

2) On	considère	l’algorithme	suivant	en	langage	naturel	et	sa	programmation	en	Python	

 
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

a) Interpréter	les	instructions	des	lignes	6	à	9	de	l’algorithme.	

b) Que	renvoie	 l’algorithme	si	on	 l’exécute	en	prenant	pour	argument	de	 la	 fonction	NTC	 l’entier	

𝑘 = 5	?	

c) Compléter	le	tableau	donné	en	Annexe	:	on	s’arrêtera	à	la	plus	petite	valeur	de	𝑇!	permettant	de	

répondre	aux	deux	questions	suivantes.	

(i) Déterminer	 la	 plus	 petite	 valeur	 de	 𝑛	 pour	 laquelle	 𝑇!	 se	 termine	 par	 3	 chiffres	

identiques.		

(ii) 2021	est-il	la	somme	de	deux	nombres	triangulaires	centrés	?	

3) On	admet	que,	pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul	:	

		𝑆! = 1+ 2+ 3+⋯+ 𝑛 =	
!(!!!)

!
	

a) Pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul,	exprimer	𝑇!	en	fonction	de	S!.	

b) En	déduire	que,	pour	tout	entier	naturel	𝑛,					𝑇! =	
!!!!!!!!

!
.	

c) Combien	François	Pignon	doit-il	prévoir	d’allumettes	pour	réaliser	la	plaque	100	?	

	
	

Algorithme en langage naturel 
 

 

Programme en Python 
 
 

 



Partie	B	–	Construction	pyramidale	en	3D	

	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
 

 
        

	
	
	
1) Etude	de	la	conjecture	de	Leblanc.	
a) Les	 calculs	 effectués	 par	 Leblanc	 jusqu’au	 rang	𝑛 = 3	 sont-ils	 conformes	 avec	 sa	 conjecture	?	

Détailler	la	réponse.	
b) Concernant	la	validité	de	sa	conjecture,	François	Pignon	peut-il	dire	:		

«	C’est	juste,	Leblanc.	»	?	
	

2) Etude	de	la	conjecture	de	Marlène.	
On	admet	que,	pour	tout		entier	naturel	𝑛	non	nul	:			

𝐶! = 1²+ 2²+ 3²+⋯+ 𝑛² =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6 	

a) Les	 calculs	 effectués	 par	Marlène	 jusqu’au	 rang	𝑛 = 3	 sont-ils	 conformes	 avec	 sa	 conjecture	?	
Détailler	la	réponse.	

b) Pour	tout	entier	naturel	𝑛	non	nul,	exprimer	𝑃!	en	fonction	de	𝑆!	et	𝐶!.	
c) En	utilisant	les	résultats	des	questions	précédentes,	démontrer	que,	pour	tout	entier	naturel	𝑛,	

on	a	l’égalité	:		𝑃! =	
(!!!)(!!!!!!!)

!
	

d) Concernant	la	validité	de	sa	conjecture,	François	Pignon	peut-il	dire	:		
«	Marlène	Hatorré	a	raison.	»	?	

3) Combien	François	Pignon	doit-il	prévoir	d’allumettes	pour	une	pyramide	constituée	des	plaques	0	
à	100	?	

	
	

Afin	de	réaliser	une	pyramide	de	plexiglas	 incrustée	d’allumettes,	François	Pignon	
découpe	chacune	de	ses	plaques,	comme	le	montre	les	dessins	en	perspective	ci-dessous.	
Puis	il	empile	ses	plaques,	de	la	plus	grande	en	bas	aux	plus	petites	(les		Plaque	2,	Plaque	1	
et	Plaque	0)	en	haut,	pour	obtenir	la	pyramide	présentée	en	première	page.	

Soit	𝑛	un	entier	naturel,	pour	une	pyramide	constituée	des	plaques	0	à	𝑛,		on	note	𝑃!	
le	nombre	total	d’allumettes	utilisées.		

On	appelle	𝑃!	le	«	𝒏ème	nombre	pyramidal	».				On	a	alors	:	𝑃! = 𝑇! + 𝑇! +⋯+ 𝑇!	
 

Les plaques 0, 1 et 2 retaillées 

 

 

 
 

Pour	 l’aider	 à	 prévoir	 le	 stock	 d’allumettes	
nécessaires,	 deux	 amis,	 Juste	 Leblanc	 et	 sa	 sœur	
Marlène	Hatorré,	se	proposent	de	l’aider	à	trouver	une	
méthode	permettant	de	calculer	𝑃!	en	fonction	de	𝑛.	

• Leblanc	 commence	 par	 calculer	 à	 la	 main	 les	
valeurs	de	𝑃!,𝑃!,𝑃!	et	𝑃!	et	conjecture	que	

si	𝒏	est	impair	alors	𝑷𝒏 =
𝟐𝟗𝒏!𝟏𝟗

𝟐
		

et	si	𝒏	est	pair	alors	𝑷𝒏 = 𝟕𝒏 + 𝟏.	

• Marlène	conjecture,	de	son	côté,	que	pour	tout	𝑛	
entier	naturel	:		

𝑷𝒏 =	
𝒏(𝒏!𝟏)(𝒏!𝟐)

𝟐
	+𝒏 + 𝟏.	

 



ANNEXE	
	
	

 
Partie	A	1)	b)	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	 Partie	A	2)	c)	 Compléter le tableau suivant :  
	
On s’arrêtera à la première valeur de 𝑇! suffisante pour répondre aux questions 2)c) (i) et 2)c) (ii) 
 
 

𝑻𝟏 𝑻𝟐 𝑻𝟑 𝑻𝟒 𝑻𝟓 𝑻𝟔 𝑻𝟕 𝑻𝟖 𝑻𝟗 𝑻𝟏𝟎 
4 10 19        
          

𝑻𝟏𝟏 𝑻𝟏𝟐 𝑻𝟏𝟑 𝑻𝟏𝟒 𝑻𝟏𝟓 𝑻𝟏𝟔 𝑻𝟏𝟕 𝑻𝟏𝟖 𝑻𝟏𝟗 𝑻𝟐𝟎 
          
          

𝑻𝟐𝟏 𝑻𝟐𝟐 𝑻𝟐𝟑 𝑻𝟐𝟒 𝑻𝟐𝟓 𝑻𝟐𝟔 𝑻𝟐𝟕 𝑻𝟐𝟖 𝑻𝟐𝟗 𝑻𝟑𝟎 
          
          

𝑻𝟑𝟏 𝑻𝟑𝟐 𝑻𝟑𝟑 𝑻𝟑𝟒 𝑻𝟑𝟓 𝑻𝟑𝟔 𝑻𝟑𝟕 𝑻𝟑𝟖 𝑻𝟑𝟗 𝑻𝟒𝟎 
          
          

𝑻𝟒𝟏 𝑻𝟒𝟐 𝑻𝟒𝟑 𝑻𝟒𝟒 𝑻𝟒𝟓 𝑻𝟒𝟔 𝑻𝟒𝟕 𝑻𝟒𝟖 𝑻𝟒𝟗 𝑻𝟓𝟎 
           
          

𝑻𝟓𝟏 𝑻𝟓𝟐 𝑻𝟓𝟑 𝑻𝟓𝟒 𝑻𝟓𝟓 𝑻𝟓𝟔 𝑻𝟓𝟕 𝑻𝟓𝟖 𝑻𝟓𝟗 𝑻𝟔𝟎 
          

 
 
 
 
 
 

 
 

Plaque	3	
	
	
	

	

	
	

			Plaque	4	à	compléter	
	
	
	
	



Exercice 2 académiques 
Phil-harmonie 

 
Pour 𝑛 entier naturel non nul, on note : 

𝐷(𝑛) l’ensemble des diviseurs de 𝑛 ; 
𝑁𝐷(𝑛) le nombre des diviseurs de 𝑛 ; 

𝑆𝐷(𝑛) la somme des diviseurs de 𝑛 ; 
𝑆𝐼𝐷(𝑛) la somme des inverses des diviseurs de 𝑛. 
 

Par exemple :            𝐷 6 = 1 ; 2 ; 3 ; 6                     
 𝑁𝐷 6 = 4       

𝑆𝐷 6 = 1+ 2+ 3+ 6 = 12 
𝑆𝐼𝐷 6 = !

!
+ !

!
+ !

!
+ !

!
= 2. 

 
1) Définition 1 : Soient 𝑎!,𝑎!,… ,𝑎! des entiers naturels non nuls, la moyenne harmonique de ces 

nombres, notée 𝑀𝐻 𝑎!;𝑎!;  … ;  𝑎!  est l’inverse de la moyenne arithmétique des inverses des 
nombres :    𝑀𝐻 𝑎!;  𝑎!;  … ;  𝑎! = !

!
!!

! !
!!

!⋯! !
!!

!

= !
!
!!
! !
!!
!⋯! !

!!

 

 
Définition 2 : Soit 𝑛 un entier naturel non nul. On dit que 𝑛 est en division harmonique lorsque la 
moyenne harmonique de ses diviseurs est un entier naturel. 

a. Déterminer la moyenne harmonique des nombres 1 , 2 , 3 et 6. 
b. 6 est-il en division harmonique ? 
c. Justifier que 𝑛 est en division harmonique lorsque !"(!)

!"#(!)
 est entier. 

2) Soit 𝑛 un entier naturel non nul. 
a. Pour 𝑛 = 25 et 𝑛 = 35, justifier que 𝑛×𝑆𝐼𝐷 𝑛 = 𝑆𝐷(𝑛). 
b. On admet que pour tout entier naturel 𝑛 non nul 𝑛×𝑆𝐼𝐷 𝑛 = 𝑆𝐷(𝑛). 

En déduire que 𝑛 est en division harmonique lorsque !×!"(!)
!"(!)

 est entier. 

c. 28, 32 et 140 sont-ils en division harmonique ? 

 
 
 


